szkic rozwigzania — Jacek Kredenc

Na medal

Zadanie 1.

Jezeli pieciocyfrowq liczbe ABCDE powiekszymy trzykrotnie, to otrzymamy kwadrat pewnej
liczby. Jezeli naszg liczbe ABCDE rozdzielimy na dwie liczby, zachowujgc kolejnos¢ cyfr (np.
12345 na 1 oraz 2345 lub na 123 oraz 45), to pierwsza liczba jest dwa razy wieksza od drugiej
liczby. Znajdz pieciocyfrowq liczbe ABCDE.

Rozwigzanie

Aby warunki zadania byty spetnione nalezy liczbe ABCDE podzieli¢ na trzycyfrowa liczbe ABC i
dwucyfrowgq DE. Przyjmujac, ze

DE =y
Otrzymujemy zgodnie z zatozeniem, ze:
ABC = 2y.
Poniewaz:
ABCDE =100-ABC + DE
wiec mamy:

ABCDE =100-2y +y =200y +y = 201y.
Poniewaz trzykrotnos$¢ liczby ABCDE jest kwadratem pewnej liczby, wiec mamy:
603y = p2.
Roztézmy liczbe 603 na czynniki:
603 =3-201=3-3-67 =3%-67.

Liczba 603y bedzie kwadratem, gdy:

czyli

DE = 67,

ABC =2y = 134.

Odpowiedz. Szukana liczba ABCDE to 13467



Zadanie 2.

Istnieje wiele par liczb, ktorych suma rowna sie ich iloczynowi. Jednakze istnieje jedno
rozwigzanie réwnania AB x C,DE = AB + C,DE w ktérym kazda litera reprezentuje rézng cyfre.
Jaka cyfre reprezentuje kazda litera?

Rozwigzanie

Mamy:

AB-C,DE = AB + C,DE
wiec

CDE_AB+C,DE

T AB

CDE—1+C’DE<2

) - AB )
czyli

c=1

Nasze rownanie ma wiec postaé:
AB-(1+0,DE) =AB+1+0,DE
AB+ AB-0,DE =AB+1+0,DE
AB-0,DE =1+ 0,DE

AB-0,DE —0,DE =1

(AB — 1) DE =1
100
4B -1 100
~ DE’

Poniewaz C = 1 wiec zadna z cyfr A; B; D i E nie moze byé rédwna 1. Oznacza to, ze :

AB —1> 19,
tak, wiec
D=0
Ostatnie réwnanie ma teraz postaé
AB—1=22
E

Zastosujmy metode préb i btedow. Niech E = 2, wowczas AB — 1 = 50, a AB = 51, nie
moze tak by¢, bo B = 1 = C. Niech E = 4,wéwczas AB — 1 = 25, czyli AB = 26 dobrze.
Niech E = 5,wowczas AB — 1 = 20,czyli AB = 21, nie moze tak by¢, boB =1 =C



Pozostaje przypadek:
E = 4.
Odpowiedz. Pod rownaniem AB - C,DE = AB + C, DE ukrywa sie réwnanie:

261,04 = 26 + 1,04.

Zadanie 3.

Niech S bedzie sumg wszystkich dodatnich liczb catkowitych n takich, ze wyrazenie
n? + 12n — 2007 jest kwadratem pewnej liczby. Znajdz reszte z dzielenia liczby S przez
1000.

Rozwiazanie
Niech zgodnie z warunkami zadania:
n? +12n — 2007 = p? gdzie p€EN.
Wodwczas:
n? + 12n — 2007 — p? = 0.
Znajdzmy wyrdznik powyzszego réwnania kwadratowego:
A= 122 + 4 - (2007 + p?) = 144 + 8028 + 4p? = 8172 + 4p?.

Poniewaz réwnanie kwadratowe ma mie¢ pierwiastki bedgce liczbami catkowitymi dodatnimi,
wiec wyrdznik musi by¢ kwadratem pewnej liczby catkowitej, czyli:

8172 +4p* =q* gdzie qE€EN.
Mamy wiec:
q? — 4p? = 8172,
albo inaczej
(q — 2p)(q + 2p) = 8172.

Rozpatrzmy nastepujace przypadki:

(9 —2p)(qg +2p) =1-8172

(q —2p)(q +2p) = 2- 4086

(q — 2p)(q + 2p) = 3 - 2724

(q — 2p)(q + 2p) = 42043

(q — 2p)(q + 2p) = 6 1362

(q—2p)(g +2p) =9-908

(g —2p)(q+2p) =12-681



(q —2p)(q +2p) = 18- 454
(q —2p)(q + 2p) = 36-227.
Pierwszy przypadek prowadzi do uktadu:

{ q—2p=1
q+2p =8172

2q = 8173
qéN.
Drugi przypadek:

{ q—2p=2
q + 2p = 4086

2q = 4088

q = 2044

4p = 4084

p = 1021.
Trzeci przypadek:

{ q—2p=3
q+2p = 2724

2q = 2727
qé&N.
Czwarty przypadek:

{ q—2p=+4
q + 2p = 2043

2q = 2047
qé&N.
Pigty przypadek:

{ q—2p=6
q+ 2p = 1362

2q = 1368
q = 684
4p = 1356

p = 339.



Szésty przypadek:

{q—2p=9
q +2p =908

2q =917
qé&N.
Siédmy przypadek:

{q—2p=12
q+2p =681

2q = 693
qé&N.
Osmy przypadek:

{q—2p=18
q + 2p = 454

2q = 472

q =236

4p = 436

p = 109.
Dziewiaty, ostatni przypadek:

{q—2p=36
q+2p =227

2q = 263
q€&N.
Okazato sie, ze warunki spetniajg tylko trzy przypadki i w tych dobrych przypadkach:
VA=2044 lub VA=684 lub A= 236.

Wyznaczmy teraz n:

_ —12-2044 —2056

n, = z —=-1028

—12 + 2044 2032

n, = z =——=1016
—12 - 684 —696

ng = > =—— =348
—12+ 684 672

n, = z =—-=336

—12—-236 —248

ne = = = —124

2 2



_ —12+236 224

_ =112,
s 2 2

Oczywiscie interesujg nas tylko n dodatnie. Mamy wiec:
S =1016+336+ 112 = 1464

Odpowiedz. 1464: 1000 = 1 i reszta wynosi 464.



