szkic rozwigzania — Jacek Kredenc

Zadania Ptolemeusza

Zadanie 1.
Wyznacz wartosci: sin 108°; cos 108°; tan 108°
Rozwiazanie

Skorzystamy z zadania 3 rozwigzanego w artykule ,,Narzedzia Ptolemeusza”. Wyznaczylismy w
nim: sin 36°; cos 36°; tan 36°. Poniewaz dopetnieniem kata 36°do kata prostego jest kat 54°
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Zadanie 2.

Na trdjkacie réwnobocznym AABC opisano okrag, a nastepnie na krétszym tukuBC obrano

punkt D. Wykaz, ze zachodzi réwnos¢:

|BD| + |CD| = |AD|

Rozwigzanie




Na mocy twierdzenia Ptolemeusza mamy:
|AC| - |DB| + |AB| - |CD| = |BC| - |AD|
Poniewaz zachodzi rownos$é
|AB| = |BC| = |AC|
Otrzymujemy:
|BD| + |CD| = |AD|
Co nalezato wykazac.

Zadanie 3.

Na tréjkacie4ABC opisano okrag, a nastepnie na krétszym tuku BC obrano punkt D, tak, by
odcinek AD nalezato dwusiecznej ABAC. Wykaz, ze zachodzi nastepujgca nieréwnosc:

2-|AD| > |AB| + |AC|
Rozwiazanie

B

Na mocy twierdzenia Ptolemeusza mamy:
|AB| - |DC| + |AC| - |DB| = |BC| - |AD|
Poniewaz AD jest dwusieczng kata BAC wiec:
|BD| = |CD|
Mamy:
|BD|- (IAB| + |AC|) = |BC| - |AD]
Z nieréwnosci tréjkgta BCD mamy:
|BC| < |BD|+ |CD| =2"-|BD|.
Tak wiec:
|BD|- (|AB| + |AC|) = |BC|-|AD| < 2-|BD| - |AD].
Po skréceniu mamy:
|AB| + |AC| < 2-|AD|,
co nalezato wykazaé.



Zadanie 4.

Na kwadracie ABCD opisano okrag, a nastepnie na krétszym tuku CD obrano punkt P. Wyznacz
wszystkie mozliwe wartosci ponizszego ilorazu:

|AP|+|BP|_7
lcP| + |DP|

Rozwigzanie

Zastosujmy twierdzenie Ptolemeusza do czworokata ACPD
|AC| - |DP| + |AD| - |PC| = |DC| - |AP]|
Przyjmijmy, ze bok kwadratu ma dtugo$é¢ a. Wéwczas otrzymana réwnos¢ ma postac
V2a-|DP|+a-|CP| =a-|AP|
Czyli
V2|DP| + |CP| = |AP| ()
Zastosujmy twierdzenie Ptolemeusza do czworokgta BCPD
|BD| - |CP| + |BC| - |DP| = |DC| - |BP|
Po kolejnych przeksztatceniach mamy
V2a-|CP| +a-|DP| = a-|BP|

V2|CP| + |DP| = |BP| (%)



Dodajmy stronami (*) i (**)
V2|DP| + |CP| + V2|CP| + |DP| = |AP| + |BP|
V2(|DP| + |CP]) + (IDP| + |CP|) = |AP| + |BP|
(IDP| + |CP)(V2 + 1) = |AP| + |BP|

_|AP| + |BP|

V2 1= ARLHIBR
|DP| + |CP]|

Zadanie 5.

Dany jest czworokat ABCD, na ktérym mozina opisa¢ okrag. Wyznacz dtugosci jego
przekatnych, gdy |AB| = a; |BC| = b; |CD| =ci|AD| =d.

Rozwigzanie
Uwaga

W rozwigzaniu bedziemy korzystali z ponizszego wzoru na pole tréjkata

abc
P = IR gdzie  a;b;c to dtugosci bokow trojkata, a R

— dtugos$¢ promienia okregu opisanego na tym tréojkacie.

Z twierdzenia Ptolemeusza mamy

|AC| - |DB| = ac + bd (%)



Zauwazmy teraz, ze zachodzi nastepujgca réwnosc
Pypcp = Pagp + Peep = Papc + Pacp
Na mocy tej réwnosci mamy:

a-d-IDBI_I_b-c-IDBI_a-b-IAC|+c-d-|AC|
AR 4R 4R 4R

Z uwagi na fakt, ze wszystkie tréjkaty wpisane sg w ten sam okragg mozemy napisac
a-d-|DB|+b-c-|DB|=a-b-|AC|+c-d-|AC|
|IDB| - (ad + bc) = |AC| - (ab + cd)
Ostatecznie mamy

|DB| ab + cd
= Xk
|AC| ad + bc ()

Mnozgc stronami (*) przez (**) otrzymujemy

AC| - DB |DB| B +bd ab + cd
|AC| = (ac )ad+bc
B2 = (ac + bd)(ab + cd)

ad + bc

(ac + bd)(ab + cd)
IDB| = \/ ad + bc

Dzielgc stronami drugg réwnosé przez pierwszg mamy

|DB| 1 _ab+cd 1
|AC| |AC|-|DB| ad + bc ac-bd

1 ab + cd
|AC|2 ~ (ad + bc)(ac + bd)

Obracajac obie strony rGwnosci mamy

(ad + bc)(ac + bd)

AC|? =
IAC ab + cd

(ad + bc)(ac + bd)
lAcl = \/ ab + cd



