szkic rozwigzania — Jacek Kredenc
Trojki
Zadanie 1.
Wykaz, ze w sktadzie dowolnej tréjki pitagorejskiej zawsze jest jedna lub trzy liczby parzyste.
Rozwiazanie

Jedna liczba parzysta jest chociazby w trojce pitagorejskiej: 3; 4; 5. O czym sie mozna tatwo
przekonac, bo

32+4%2 =9+ 16 = 25 = 52

Trzy liczby parzyste wystepujg chociazby w trdjce pitagorejskiej: 6; 8; 10. O czym sie mozna
tatwo przekonac, bo

62+ 8% =36+ 64 =100 = 102
Niech trzy liczby a; b i c tworzg tréjke pitagorejska, i niech
a<b<c
Wodwczas zgodnie z definicjg tréjek pitagorejskich dla tych liczb zachodzg ponizsze réwnosci:

a? + b% = c?

c2—p2 = g2

Zatéimy teraz, ze wszystkie trzy liczby a; b i c s nieparzyste. Wéwczas kwadraty tych liczb
rowniez sg nieparzyste, ale suma i rdznica dwdch liczb nieparzystych jest zawsze parzysta.
Przeczy to zatozeniu, ze wszystkie trzy liczby sg nieparzyste.

Zatdézmy teraz, ze dwie liczby sg parzyste i jedna nieparzysta. Jezeli parzyste sg liczby a i b, to
z rébwnania

a’ + b? = c?
Wynika, ze i c jest liczbg parzysty, co przeczy zatozeniu o nieparzystosci liczby c.
Podobnie, gdy parzyste sg liczby c i b, parzysta tez jest ich réznica, czyli liczba c?.

Dowodzi to, ze niemozliwe jest by wszystkie liczby z tréjki pitagorejskiej byty nieparzyste, lub
by parzyste byty tylko dwie liczby wchodzgce w sktad tréjki pitagorejskiej.



Zadanie 2.

Wykaz, ze w sktadzie dowolnej trojki pitagorejskiej zawsze jest jedna lub trzy liczby podzielne
przez 3.

Rozwiazanie

Jedna liczba podzielna przez 3 jest chociazby w tréjce pitagorejskiej: 3; 4; 5. O czym sie mozna
tatwo przekonac, bo

32+4%2 =9+ 16 = 25 = 52

Trzy liczby podzielne przez 3 wystepuja chociazby w tréjce pitagorejskiej: 9; 12; 15. O czym sie
mozna fatwo przekona¢, bo

92 + 122 = 81 + 144 = 225 = 152
Niech trzy liczby a; b i c tworzg tréjke pitagorejskg, i niech
a<b<c
Wdweczas zgodnie z definicjg tréjek pitagorejskich dla tych liczb zachodzg ponizsze réwnosci:

a? + b% = c?

c2—p2 = g2

Zatézmy teraz, ze dwie liczby sg podzielne przez 3 i jedna niepodzielna przez 3. Jezeli podzielne
przez 3 sg liczby a i b, to z réwnania

a? + b% = c?

Wynika, ze i c tez jest liczbg podzielng przez 3, co przeczy zatozeniu o niepodzielnosci przez 3
liczby c.

Podobnie, gdy parzyste sg liczby c i b, parzysta tez jest ich réznica, czyli liczba c?.
Zatdézmy teraz, ze wszystkie trzy liczby a; b i ¢ sg niepodzielne przez 3, czyli sg postaci
3n+1 lub 3n+2

Ich kwadraty bedg zas$ postaci:
BGn+1)?=9n?+6n+1 lub Gn+2)?>=m?>+12n+4=0On>+12n+3)+1
Czyli kwadrat kazdej liczby naturalnej niepodzielnej przez 3 jest postaci 3n + 1.
Tak wiec

a?+b>*=0Bn+1)+Bm+1)=3n+3m+2
Ale liczba postaci 3k + 2 nie jest kwadratem zadnej liczby naturalnej, co przeczy zatozeniu.

Dowodzi to, ze niemozliwe jest by wszystkie liczby z tréjki pitagorejskiej byty niepodzielne
przez 3, lub by podzielne przez 3 byty tylko dwie liczby wchodzace w sktad trojki pitagorejskiej.



