Witold Bednarek — szkic rozwigzania

Nieprawdopodobne

Zadaniel.

Uzasadnij, ze funkcja f jest okresowa i znajdz jej okres podstawowy:
flx) = sin%x + coséx dla x € R.

Odpowiedz: T, = 27.

Zadanie 2.

Uzasadnij, ze funkcja h(x) = sin3x + cosv2x dla x € R nie jest okresowa.
Rozwigzanie

Wynika to z twierdzenia 4 zawartego w artykule Okresowos¢ funkcji.

Okresem podstawowym funkcji ciggtej f (x) = sin3x jest liczba S = %n.

Okresem podstawowym funkcji ciggtej g(x) = cosV2x jestliczba T = \/Z—En =2m.

Liczba % = % = ? jest niewymierna. Zatem funkcja h(x) = f(x) + g(x) (x € R) nie jest okresowa.

Zadanie 3.

Wykaz, ze jesli funkcja h(x) = sin(ax) * sinx dla x € R jest okresowa, to liczba a jest wymierna.

Rozwigzanie

Mamy tozsamos¢ sin(ax) * sinx = %(cos(a —1)x —cos(a+ 1)x)dlaa,x €R.
Zatem h(x) = %cos(a —1x — %cos(a + 1)x dlax €R.

Jeslia = 1,toh(x) = %— %cost (x € R)ijest to oczywiscie funkcja okresowa.
Jeslia = —1,to h(x) = %cost - % (x € R) i jest to rowniez funkcja okresowa.

Zatézmy dalej, zea # lia # —1.Wtedy na mocy twierdzenia 4 zawartego w artykule Okresowos¢

funkcji, liczba Z—:jest wymierna. W konsekwencji liczba a jest wymierna (dlaczego?).



Zadanie 4.

Podaj przyktad funkcji okresowej réznej od funkcji statej, ktdrej okresami sg liczby V2 + 1iv2 - 1.
Rozwigzanie

Niech 4 = {k + mV2: k,m — liczby catkowite}. Przyjmujemy

1dla x € 4,
f(x)_{Odla X € R\A

Zadanie 5.
Oblicz: a) arc sin ?; b) arc sin 1; c) arc cos g; d) arc cos 1;
e)arctg 1; f)arctg (%E), g) arc ctg 1; h) arc ctg (_\/§)

Odpowiedi: a)g; b) g; c)%; d)0; e) %; f)—% g) %; h)%n-
Zadanie 6.
Wykaz, ze

t 1 + t 1 + t 1 + -+ t ! = t n

arc gz arc 98 arcgl8 arcgznz—arc gn+1

dla kazdej liczby naturalnejn = 1.

Wskazéwka. Zastosuj zasade indukcji matematycznej oraz skorzystaj z twierdzenia 5 zawartego w
opracowaniu Arkusy.

Zadanie 7.

Niechn = 1 bedzie liczbg naturalng. Udowodnij, ze

3n?-1 3n?+6n-1 w
+ arc coOS————— = —.
3n2+1 6n2+2 3

arc cos

Rozwigzanie

3n2-1 3n2+6n—1 T
Oznaczmy a = arc cos i B =arccos———— gdziea, B € (0,-).
y 3n2+1 ﬂ 6n2+2 '8 ”8 ( ’2)
3n?-1 3n?+6n-1
Stad cosa = icosf = ———
3n2+1 6nz+2
. . . 2v3n . . V3(3n?-2n-1)
Nastepnie obliczamy sina = isinf = ———= .
&P y 3n2+1 B 6n2+2
Obliczamy:

3n2—-1 3n24+46n—-1 2V3n V/3Bn2-2n-1)

£ [— k —
3nz +1 6n% + 2 3nz2+1 6nz + 2
_ont+en?+1 _ (3n2+1)° 1
T 2(3n2+1)2  2(3n2+1)2 2

cos(a + B) = cosa cosp — sina sinfd =

Skoroa + fe(0,m),toa + f = g, czyli mamy teze.



Zadanie 8.
Rozwiaz rdwnanie

. . V1
arcsinx + arcsinV3x = .
Rozwiazanie

Oznaczmya = arcsinx i f§ = arc sinV/3x. Zauwazmy, ze z podanego réwnania wynika, ze x > 0.
Zatema,f € (0, g) Mamy
sina = x | \3x = sinpf.

Z podanego réwnaniaa + § = %

Stad kolejno wynika, ze: a = g — [, sina =sin (g - ,B), sina = cosf, sina = /1 — cos?p,

2 1 1 1
_f _ TR w2 — 1 — 22 A2 — 2 _1 1 _ 1
x=|1-(V3x)", x=v1-3x% x?=1-3x%, 4x =1, =2, x=>lub x =~

Skorox >0, to x = %



