Witold Bednarek — szkic rozwigzania

Nierowne logarytmy
Zadanie 1
Liczby a, b, c wieksze od 1 tworzg rosnacy cigg arytmetyczny. Wykaz, ze
log.b + logra > logsc + log.b.

Rozwigzanie:

Oznaczmy s =logpa i t=logpc. Oczywiscie 0 < s <t. Mamy udowodnig, ze:

1 1
?+S > l‘+7.

Po przeksztatceniach otrzymujemy nieréwnos¢:
I=s -
I} (1 —st)> O.

Wystarczy pokaza¢, ze st<1 (dlaczego?). Mamy:

2 2 2
S[<<S—2i_t> :(logba;—bgw) :<log2bac> =(logbx/z)2<logba-£c = logsb =1

Zadanie 2
Niechb>a>1im>0. Wykaz, ze:
logab > log+m (b+m).

Rozwiazanie:

Oznaczmy u = logab i w = log(a+m)(b+m). Stad:

a'=b i(a+m)¥ = b+m.
W konsekwenc;ji:
(*) (@a+m)¥=2a"+m.

Poniewaz w > 1 (dlaczego?), to (a+m)"“ > a% + m (dlaczego?).
Stad i z (*) otrzymujemy, ze:

aY+m<a'+m,
czyli

av¥<aY,

skad

w<u (boa>1),
a to mieliSmy udowodnic.



Zadanie 3
Wykaz, ze jesli a1, az, ..., an, b >0, to:
log b +10gw,b + ... + loge, b = n* - 108 ar..0)b.

Rozwiazanie:

Mamy nieréwnos¢ miedzy Srednig arytmetyczng a harmoniczng dla liczb dodatnich

Ci, C2,..., Cn:
atot..teony n
n 1 1 1
C_l + C_2 + ...+ C—n ’
czyli:
n?
—+—+ ..+t
C1 C2 Cn .
Potézmy ci =logab dlai=1, 2,..., n. Wtedy otrzymujemy:
n’ n’
lognb +logmb + ...10gnb > — 1 I~ Togsar T logyas + .. + logpan

logu b + logab to.t loga.b
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logb (al as Cln) n 10g<a1 w.an)b



