Witold Bednarek — szkic rozwigzania

Operacje na funkcjach

Zadanie 1. Czy: suma, rdznica, iloczyn czy iloraz funkcji f i g nieciggtych w punkcie xo, moze
by¢ funkcja ciggta w punkcie xo?

Rozwigzanie

a) Tak. Oto przyktad: f(x) = D(x) i g(x) = —D(x) dla np.: x,, gdzie D jest funkcja
Dirichleta. Mamy tu f(x) + g(x) = 0 dla x € R, afunkcja stata jest ciggta w kazdym
punkcie.

b) Tak. Oto przyktad: f(x) = D(x) i g(x) = D(x) dlanp.: x, = 0. Uzasadnienie jak
powyzej.

c) Tak. Oto przyktad:

1 dla x wymiernego
fx) = {—1 dla x niewymiernego
—1 dla x wymiernego

g(x) = {1 dla x niewymiernego
Wtedy f(x)g(x) = —1 dla kazdego x € R.Za x, mozemy przyja¢ dowolng liczbe
rzeczywistg, gdzie funkcja stata jest ciggta w kazdym punkcie.

d) Tak. Bierzemy pod uwage ten sam przyktad, jak powyzej.

Zadanie 2. Niech f(x) = x* — x? — 1 dla x € R. Wykaz, ze funkcja f posiada co najmniej
jedno miejsce zerowe.

Rozwiazanie

Funkcja f jest ciggta. Mamy f(0) = -1 < 0 i f(2) = 11 > 0. Zatem na mocy wtasnosci
Darboux istnieje takie ¢ € (0; 2), ze f(c) = 0.

Zadanie 3. Niech f:(a, b) — (a, b) bedzie funkcja ciggta. Wykaz, ze istnieje takie ¢ €
(a,b),2e f(c) =c

Rozwigzanie
Niech g(x) = f(x) —x dla x € (a; b). Funkcja g jest ciggta. Mamy
g@=f@—a=a-a=01i gb)=fb)-b<b—-b=0

Zatem na mocy wtasnosci Darboux istnieje takie c € (a; b), ze g(c) =0, czyli f(c)—

c=0, f(c)=c



Zadanie 4. Uzasadnij, ze funkcja f: R — R okreslona wzorem:

x dla x wymiernego
0 dla x niewymiernego

fe ={
Jest w punkcie x, = 0 ciggta, lecz nierdzniczkowalna.
Rozwigzanie

Mamy oczywiscie lirr}) f(x) =0 = f(0). lloraz réznicowy jest postaci
X—

fO+Rh)—f(0) f(R)—0 f(h)
h ~  h h

Jesli h przyjmuje wartosci wymierne, to

h h

Jesli h przyjmuje wartosci niewymierne, to

f(h) 0 -0
R0 0

Zatem nie istnieje granica ilorazu réznicowego w zerze.



