Kolejne dowody

Zadanie 1.
Wiadomo, ze a; = 51i S, = 100. Wyznacz element a, tego ciggu arytmetycznego.

Rozwigzanie:
Na mocy definicji ciggu arytmetycznego mamy

Sp = Sn-1 = an

Czyli

S3—85,=5
Na mocy twierdzenia 2 mozemy zapisac nastepujgcy uktad réwnani:

{(A-32+B-3)—(A-22+B-2)=5
A-102+B-10 =100

Uprosémy nasz uktad réwnan

{(9,4 +3B)— (4A4+2B) =5
1004 + 108 = 100

{9A+33—4A—2B=5

10A + B =10
{5A+B=5
10A+ B =10
54 =5
A=1

tatwo zauwazy¢, ze B =0

Poniewaz
a, =2An+B - A
Wiec
a;=2-1-7+0—-1=13
Zadanie 2.

Dane s3 liczby naturalne k > [ > 0 oraz liczby rzeczywiste u i w. Wiadomo, ze S, =u
i Sl = w. Oblicz Sk+l'



Rozwigzanie:
Zgodnie z definicja
Sk =0+ azt+azg+ -+ ag_1+ap+ ager + Qi ot Q-2 T Q-1 T A
Gdzie
a;+a; +az+-+ag_,+a, =35
Ponad to, z uwagi, ze jest to cigg arytmetyczny, zachodzg nastepujace wzory:
A1 = A + g
Atz = A + 4y
Ai1-2 = A T a1
Apy1-1 = A T a1
Ay = Ax + @
Mozemy wiec zapisac
g1t Qg2 Tt Q2 T Qi1 T Qe =G+ g+ taz + -+ ap + a1, +
tayta_stata =lap+a+ay+az+-+a_,+ta =105
Wynika z tego, ze
Sks1 =Sk +l-ap+S,=u+l-a.+w
Jedyna nieznang wielkoscig w tym wzorze jest a,. a; mozemy wyznaczy¢, ze wzoru
ax = Sk — Sk-1
Poniewaz rozwazany cigg jest ciggiem arytmetycznym, wiec istniejg takie A i B, ze

Sk=Ak2+Bk

S;=A-1?+B-1
czyli
ar=@AkK*+B-k)—(A-(k—1)?+B-(k—1))=(A"k*+B-k) —
—(A-k*=2k+1)+B-(k—1))=(A-k*+B-k)—(A-k* —24k+A+B-k—B) =

=A-k*+B-k—A-k*+24k—A—-B-k+B=24Ak—A+B=A4Q2k—-1)+B



Nalezy tylko wyznaczy¢ A i B. Mozna je wyliczy¢ z nastepujacego uktadu réwnan:

{Ssz-k2+B-k
Slelz+Bl

Albo inaczej

{A-k2+B-k=u
A-P+B-l=w

Wyznaczmy z pierwszego i drugiego réwnania A

A-k*?=u—B-k A-?=w—-B-1
u—B-k w—B-l
o AT TE

Aby wyznaczy¢ B przyréwnajmy prawe strony otrzymanych rownan
u—B-k w-—B-l
k2 2
u Bk w B-l

k2 k2 122

u B W B
k2 k121
B B W u
I k 12 k2
B-k—B-l_wkz—ul2
lk T [2k2
Bk—B.le wk? — ul?
B lk
B (k1) = wk? — ul?
B lk
B - wk? — ul?
e

W bardzo podobny sposéb wyznaczymy teraz A.

B -k=u—A-k? B-l=w-—A-I?
_u—A-k2 B_W—A'lz
B k B l

u—A-kZ_W—A-l2
k B l




u A-k* w Al
k k1 !
Y Ak=2—41
k 1
Ak—Al=a—
k1
A-(k l)_ul—wk
ki
_ ul —wk
okl (k=1
Wyznaczone A i B wstawiamy teraz do wzoru na a,
ul — wk wk? —ul?
a, =AQRk—-1)+B =

-G—D P~V

Przeksztatémy powyzszy wzor, tak by dojs¢ do najprostszej budowy

_ 2ulk —ul - 2wk? + wk + wk? — ul? _ 2ulk —ul - wk? + wk — ul?
He = k(k — D) = k(k —1D)

Teraz a; wstawiamy do wzoru na Si4;

2ulk — ul — wk? + wk — ul? B

Skpi=ut+l-a+w=u+l- (k=D +w =

2ulk—ul—wk2+wk—ulz+ .
k(k — 1) w=u

=u-+

2ulk + (Wk — wk?) — (ul? + ul)
+w=
Kk —1D)

- 2ulk +Wk(1—k) ul(l+1)+ - 2ul
U TRk -D T k=D  kk—D TV TH

w(l-k) ul(l+1)
*—D" k=D k=D "

Ostatecznie mamy
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